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Escolha 4 das 5 questoes abaixo

Questao 1. Para cadan € N, seja M,(R) o conjunto de todas as matrizes n xn com entradas
no corpo dos numeros reais. Prove que:
(a) o grupo linear geral
GL,(R) = {A € M, (R); A é invertivel}
¢ um subconjunto aberto de M, (R);
(b) o grupo ortogonal
O(n) ={A € GL,(R); A™! = A"}

¢ um subconjunto compacto de M,,(R).

Questao 2. Sejam (X,d) um espago métrico compacto, T : X — X uma isometria (isto €,
d(T(x), T(y)) = d(x,y), para todo par x,y € X ) e p : X — R uma funcgao continua. Considere,
para cadan € N a fungao definida por

n—1

o) = S o T @)

Suponha que exista um subconjunto D C X, denso em X, e ¢ € R, tais que
lim ¢, (x) =¢, Yz € D.
n—0o0

Prove que a sequéncia p,, converge uniformemente a fungdo constante ¥(x) =c,Va € X.

Questao 3. Sejam f,qg,h: R — R? difeomorfismos de classe C* tais que
hof=goh.

Sejam x € R? satisfazendo f*(z) = x para algum k € N e & = h(x). Prove que as aplicagoes
lineares

Df*(x), Dg*(z) : RY — R?
possuem 0s mesmos autovalores.

Questao 4. Para cada uma das afirmativas abaizo, decida se € verdadeira ou falsa. Prove-a,
caso seja verdadeira, ou apresente um contraexemplo, caso seja falsa.

(a) Toda funcao linear f: R™ — R™ € diferencidvel.

(b) Toda fungao f:R™ — R™ Hélder-continua € uniformemente continua.

(¢) Nao existe uma fungao f : R"™ — R diferencidvel tal que a aplica¢ao x — V f(x) seja

descontinua.
(d) Considere a norma euclidiana em R™ e a estrutura métrica advinda dela. Entdo, nao
existe uma norma ||- ||« em R™ tal que a fun¢ao f(x) = ||z||« € descontinua (na estrutura

métrica proveniente da norma euclidiana).

Questao 5. Seja f : R — R? continua e seja v : (a,b) — R? de classe C1, onde a < b sdo
numeros reais, satisfazendo

V() = f(y(t), Vte€ (a,b).
Suponha que para todo K C R? compacto exista t € (a,b) tal que v(t) ¢ K. Prove que

sup{[|f(2)[|;> € R} = co.
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