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Questão 1. Para cada n ∈ N, seja Mn(R) o conjunto de todas as matrizes n×n com entradas
no corpo dos números reais. Prove que:

(a) o grupo linear geral

GLn(R) = {A ∈ Mn(R);A é invert́ıvel}
é um subconjunto aberto de Mn(R);

(b) o grupo ortogonal

O(n) = {A ∈ GLn(R);A−1 = At}
é um subconjunto compacto de Mn(R).

Questão 2. Sejam (X, d) um espaço métrico compacto, T : X → X uma isometria (isto é,
d(T (x), T (y)) = d(x, y), para todo par x, y ∈ X) e φ : X → R uma função cont́ınua. Considere,
para cada n ∈ N a função definida por

φn(x) =
1

n

n−1∑
ℓ=0

φ ◦ T ℓ(x).

Suponha que exista um subconjunto D ⊂ X, denso em X, e c ∈ R, tais que
lim
n→∞

φn(x) = c, ∀ x ∈ D.

Prove que a sequência φn converge uniformemente à função constante ψ(x) = c,∀ x ∈ X.

Questão 3. Sejam f, g, h : Rd → Rd difeomorfismos de classe C1 tais que

h ◦ f = g ◦ h.
Sejam x ∈ Rd satisfazendo fk(x) = x para algum k ∈ N e x̂ = h(x). Prove que as aplicações
lineares

Dfk(x), Dgk(x̂) : Rd → Rd

possuem os mesmos autovalores.

Questão 4. Para cada uma das afirmativas abaixo, decida se é verdadeira ou falsa. Prove-a,
caso seja verdadeira, ou apresente um contraexemplo, caso seja falsa.

(a) Toda função linear f : Rn → Rm é diferenciável.
(b) Toda função f : Rn → Rm Hölder-cont́ınua é uniformemente cont́ınua.
(c) Não existe uma função f : Rn → R diferenciável tal que a aplicação x 7→ ∇f(x) seja

descont́ınua.
(d) Considere a norma euclidiana em Rn e a estrutura métrica advinda dela. Então, não

existe uma norma ∥·∥∗ em Rn tal que a função f(x) = ∥x∥∗ é descont́ınua (na estrutura
métrica proveniente da norma euclidiana).

Questão 5. Seja f : Rd → Rd cont́ınua e seja γ : (a, b) → Rd de classe C1, onde a < b são
números reais, satisfazendo

γ′(t) = f(γ(t)), ∀t ∈ (a, b).

Suponha que para todo K ⊂ Rd compacto exista t ∈ (a, b) tal que γ(t) /∈ K. Prove que

sup{∥f(x)∥;x ∈ Rd} = ∞.
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