UFF - IME - Pés-graduacao em Matematica

Exame de qualificagcao de mestrado 2024.2 - Anéalise no R”

Atencao: cada afirmacao deve estar devidamente justificada.

Questao 1. Considere a funcao f : R? — R dada por

(x + y)sen(zy)
flx,y) = 22 + 92 se (z,y) # (0,0)
0 se (z,y) = (0,0)

Determine
a) se f é continua;
b) se f é diferenciavel.
Questao 2. Seja D = {(x,y) € R* |z > 0, |y| < x,2* + y*> < 1}. Calcular

// xy dzdy.
D

Questao 3. Considere uma sequéncia de matrizes A, € M,4(R) satisfazendo as
trés propriedades

(1) A, — A € My(R),

(2) para cada n, A, é invertivel,

(3) A,' — B € M(R).

a) Mostrar que A é invertivel e que A™! = B.

b) Ainda podemos concluir que A ¢é invertivel sem a propriedade (3)?
Questao 4. Considere a aplicacao ¢ : R? — R? dada por
p(z,y) = (sen(y/2) -z, sen(z/2) — y).

Mostrar que ¢ é um difeomorfismo de classe C! entre R? e ¢(R?), e que ¢(R?) é
aberto.

Definigao Seja U C R™ um aberto (limitado ou nao). Uma exaustao de U
€ uma sequéncia de compactos mensuraveis K; C U tal que U = UK; e
K; C int.K;y1 para todo v € N.

Questao 5. Seja f : U — R uma fungao continua nao-negativa no aberto U C R™.
Mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes.

1. Existe uma constante ¢ > 0 tal que [, f(z) dz < ¢ para todo compacto
K cU.

2. Para toda exaustao U = UK;, a sequéncia [, f(x) dx converge quando
17— 00.

Neste caso, mostre que para cada exaustao, o limite lim f . f(x)dz & igual ao

supremum supgy [ f(z)dz.
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Questao 1. Considere a funcao f : R> — R dada por

(x + y)sen(zy)
f(xvy) = 2 —+ y2 se (‘T?y) 7A (0, 0)
0 se (,y) = (0,0)

Determine
a) se f é continua;
b) se f é diferenciavel.

Resolugao. Vemos que para (x,y) # (0,0) a fungdo f é um quociente f(x,y) =
P(x,y)/Q(z,y) onde P(z,y) = (z + y)sen(xy) e Q(x,y) = x? + y*. A funcao
(r,y) — xy ¢é polinomial logo de classe C'; por composi¢ao (x,y) +— sen(zy)
também ¢ de classe C'. Podemos concluir que a funcio P é de classe C' como
produto de duas funcoes C'. Visto que @ é um polindmio, ele também ¢ de classe
C!, e Q(z,y) # 0 para (z,y) # (0,0). Portanto f é de classe C! em todo ponto
(z,y) # (0,0) como quociente de duas fungoes de classe C'. So falta estudar a
continuidade e a diferenciabilidade no ponto (z,y) = (0,0).

a) Lembramos que [sen(u)| < |u| para cada u € R; para u = zy obtemos
sen(zy)| < |zy| para cada (z,y) € R%. Combinado com a desigualdade triangular
|z + y| < |z| + |y|, obtemos para todo (z,y) # (0,0):

(z+y)sen(zy)| _ |z +ylleyl _ |y vy
x2+y2 x2+y2 - x2+y2 I.2_|_y2'

Percebe que 2% < 22 4 2 logo % é limitado, e portanto

2 2
x x
|2 d 5 = Wl 0
T4 +y T2+ y° (2y)—(0,0)
2
pelo teorema do anulamento. Similarmente, mostramos que m'fi’_yg — 0, e podemos

concluir que f(z,y) — 0 quando (z,y) — (0,0). Isto implica que f é continua na
origem, respondendo a pergunta.

b) Comegamos por calcular as derivadas parciais de f em (0,0): percebe que
f(z,0) = 0 para cada z # 0. Segue que w = 0 para cada = # 0, e que
g—i(O, 0) = 0 depois de passar ao limite. Do mesmo jeito, vemos que 3—5(0, 0) =0.
Portanto, para saber se f é diferenciavel em (0,0), podemos introduzir a funcao

e(z,y) dada por

(2.9) = flz,y) - (f(()? 0) + x%(o, 0) + yg—i(f% 0)) (o +y)sen(zy)
e\r,y) = H(%y)H - (5132—1-3/2)3/2




Mais especificamente, f seréa diferenciavel na origem se e somente se £(z,y) tende
a 0 quando (z,y) tende a (0,0). Em restrigdo ao caminho ~(t) = (¢, ), temos

_ (2t)sen(t?)  sen(t?) 27
gon(t) = (Qtz)g/z T 23/2|t|3'

Sabemos que sen(t?)/t> — 1 quando t — 0, e para t > 0, o quociente 3/|¢[3
também tende a 1, logo € o y(t) nao tende a zero quando ¢ tende a zero. Isto
mostra que f nao ¢ diferenciavel na origem. O

Questao 2. Seja D = {(x,y) € R* |z >0, |y| < z,2* + y* < 1}. Calcular

// xy dzdy.
D

Resolugao. Método 1: coordenadas polares.
A mudanga de variaveis polares pode ser vista como um difeomorfismo ¢(r, ) =
(rcos(#), rsen(#)) entre R™*x] — 7, w[ e R?\ (R™ x {0}). Percebe que o ponto (0,0)
pertence a D mas nao a Im(yp); isto ndo importa porque o conjunto {(0,0)} tem
medida nula, logo [ [, zy dedy = [[,. zy dzdy onde D* = D\ {(0,0)}.

Em coordenadas polares, o espago D* pode ser escrito D* = {(rcos(f), rsen(f))|0 <
r < 1,-7/4 <6 < 7/4}. Introduzimos o espaco D = {(r,0) |0 < r < 1,—7/4 <
0 < 7/4}, assim que ¢ define um difeomorfismo entre D e D*. O determinante
do jacobiano de ¢ vale det(Jp(.g)) = rcos®(0) + rsen®(f) = r, logo a formula de
mudanga de varidvel d&

// ry drdy = //5 r?cos(0)sen(0) rdrdd.

Aplicando depois o teorema de Fubini, vemos que

scos@ysen(d) rardd — ([ ar) ([ cos(@ysentyan )
b r=0 9——7 /4

Percebe que cos(f)sen(d) = 1-Lsen?(6), assim que

(sen®(7/4) — sen®(—m/4)) = 0.

N | —

/W/4 cos(f)sen(0)do =
o

=—7/4

Em conclusao, a integral [[, xy dzdy vale zero.

Método 2: simplificar a integral por simetrias.
Percebe que a simetria (z,y) — (z. — y) deixa D invariante e que a funcao
(x,y) — zy é antisimétrica com respeito a ela; logo a integral deveria ser zero.
Para formalizar esta ideia, introduzimos a aplicacao p(z,y) = (z, —y) e os espagos
D%, D~ dados por DT = Dn{y >0} e D~ =DnN{y <0}. Temos D =D*UD"~
e D" N D~ =[0,1] x {0} é de medida zero, logo

// xyd:vdy:// mydxdy+// xy dxdy.
D D+ -
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A aplicagao ¢ restringida a D~ ¢ um difeomorfismo entre D~ ¢ DT, e o deter-
minante do jacobiano de ¢ vale —1, logo pela férmula de mudanga de variavel
(introduzindo f(z,y) = zy),

/m f(a,y) drdy _/D fo(x,y)ldet(Jp)|dzdy = //(—xy)dmdy.

Vemos que [, zy dedy = — [[,_ xy dedy assim que [[, zy dedy = 0. O

Questao 3. Considere uma sequéncia de matrizes A, € My(R) satisfazendo as
trés propriedades

(1) A, — A€ My(R),

n—o0

(2) para cada n, A, é invertivel,

n—oo
a) Mostrar que A é invertivel e que A™! = B.

b) Ainda podemos concluir que A é invertivel sem a propriedade (3)7

Resolugao. a) Considere a aplicagdo f : My(R) x My(R) — My(R) dada por
f(M,N) = MN. Escrevendo explicitamente os coeficientes do produto MN,
vemos que esta aplicacao é polinomial e portanto continua. Visto que A, — A e
Al — B, a continuidade de f nos certifica que f(A4,, A ') — f(A,B). Mas a
sequéncia f(A,, A ') é constante igual a matriz identidade I, logo f(A, B) = I,
ou seja AB = I, concluindo a primeira pergunta.

b) Sem a propriedade (3), ndo podemos concluir que A ¢é invertivel. De fato, a
propriedade (2) diz que A, pertence ao subespaco GL4(R) C My(R) das matrizes
invertiveis. Este subespago nao é fechado, entao uma sequéncia (A,,) de pontos de
GL4(R) pode convergir para algum ponto A € My(R) que nao pertence a GL4(R).
Podemos facilmente encontrar exemplos de tais sequéncias, a mais simples sendo
talvez A, = %[: para cada n # 0, a matriz 11 é invertivel, mas %I — 0, que nao

n
é invertivel. ]

Questao 4. Considere a aplicacao ¢ : R — R? dada por
p(z,y) = (sen(y/2) — z, sen(z/2) — y).

Mostrar que ¢ ¢ um difeomorfismo de classe C! entre R? e ¢(R?), e que ¢(R?) é
aberto.

Resolugao. A aplicagao ¢ é obtida por somas e composigoes de fungoes de classe
C!, logo ela ¢ de classe C'. A matriz jacobiana de ¢ é

-1 Lcos(y/2)
- 2 .
TP @) %cos(m/?) -1 ’

seu determinante vale det(J (. y)) = 1—Fcos(z/2)cos(y/2). Percebe que |cos(z/2)cos(y/2)| <
1, logo este determinante nunca vale zero. Vemos que podemos aplicar o teorema
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da inversao local: para cada ponto p € R?, existe abertos U,V C R? com p € U
e ¢(p) € V tais que p|y define um difeomorfismo entre U e V. Em particular,
para cada ¢ € p(R?), podemos escolher algum ponto p € R? tal que p(p) = q e
aplicar o teorema da inversao local para este ponto p: obtemos um aberto V' tal
que V C ¢(R?) e ¢ € V. Isto mostra que ¢(R?) é aberto.

Vamos mostrar agora que @ é injetiva. Considere dois pontos p, p’ com coorde-
nadas p = (x,y),p’ = (2/,y') tais que ¢(p) = p(p'). Esta equagao pode ser escrita
como um sistema:

{sen(y/Z) —xz =sen(y/2) —a - {sen(y/Q) —sen(y' /2) =x —a'
sen(z/2) —y = sen(z'/2) — ¢/ sen(z/2) —sen(z'/2) =y — /.

A desigualdade do valor médio para a fungao s — sen(s) sobre o intervalo
[t/2,t'/2] da

sen(t/2) — sen(#'/2)| < 'f _t

1 /
5~ 3 SUDgef /2,10 /2)|C08(8)] < §|t —t.

Utilizando esta desigualdade no sistema acima, obtemos |z — z/| < ]y — /| e
ly — /| < 3]z —2’|. Portanto |z — 2| < ]z — 2’|, 0 que s6 pode ser verdadeiro
quando x = z’. Similarmente, vemos que y = 3/, concluindo a prova que ¢ é
injetiva.

Sabendo que ¢ é injetiva sobre R?, vemos que ela define uma bijecao entre R?
e ¢(R?) com inverso ¢! : p(R?) — R% So¢ falta mostrar que ¢~ é de classe C'.
Mas para cada q € ¢(R?) e p = p~!(q), j4 vimos que existiam vizinhancas abertas
U de peV de q tais que ¢|y seja um difeomorfismo entre U e V. Em particular,
o~y ¢ igual ao inverso do difeomorfismo |y, portanto ! ¢ de classe C! sobre
V. Isto é verdade para qualquer ponto q € ¢(R?), logo ¢! é de classe C' sobre
o(R?). O

Definigcao Seja U C R™ um aberto (limitado ou ndo). Uma exaustao de U
¢ uma sequéncia de compactos mensurdveis K; C U tal que U = UK; e
K; C int.K;11 para todo v € N.

Questao 5. Seja f : U — R uma func¢ao continua nao-negativa no aberto U C R™.
Mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes.

1. Existe uma constante ¢ > 0 tal que fK f(z) dx < ¢ para todo compacto
K cU.

2. Para toda exaustao U = UK;, a sequéncia [, f(x) da converge quando
1 — 00.

Neste caso, mostre que para cada exaustao, o limite lim fK, f(z)dz é igual ao

supremum supg -y [, f(x)dz.

Resolugio. (1) = (2): Supomos que existe ¢ > 0 tal que [, f(x)dz < ¢ para cada
compacto K C U. Seja U = UK; uma exaustao de U. Visto que f(x) > 0 para
cada z € U e que K; C K;4; para cada i, vemos que [, f(z) dz < fK'+l f(x) dz.

4



A sequéncia [, f(x) dz ¢ uma sequéncia crescente e limitada de ntmeros reais,
3
logo ela converge.

(2) = (1): Vamos fazer um raciocinio por contradi¢ao e mostrar que se (1)
é falso, (2) também seré falso. Supde que para cada ¢ > 0 existe um compacto
K. C U tal que ch f(x)dx > c¢. Para ¢ = n € N obtemos uma sequéncia de
compactos (i) tal que [, f(z) dr — oo,

A priori esta sequéncia nao é uma exaustao; fixa uma exaustdao qualquer
U = UC; e introduz U; = intC;. Visto que C; C U;;;, também temos U =
UU;. Para cada n € N, temos um recobrimento aberto K, C UU; do compacto
K, logo pela propriedade de Borel-Lebesgue, existe um sub-recobrimento finito
K, CcUyU...uU;. Como U; C Uiy, para cada ¢, temos de fato K,, C Uj(,) onde
i(n) = max(iy, ...,I). Em particular, fci(n) f> fKn f > n e asequéncia fCi f nao
é limitada, logo nao converge.

Para mostrar a segunda parte da questao, consideramos uma funcao f satisfa-
zendo as propriedades (1) e (2), e uma exaustao (K;). Pelo ponto (1), o supremum
S = supgcy fo é finito; pelo ponto (2), a sequéncia fKi f converge para algum
numero real I; queremos mostrar que [ = S.

Por defini¢ao de S, temos || K, f < S para cada indice i, entao ja sabemos que
I < 5. Sejae > 0, por definicao do supremum, existe um compacto K C U tal que
fK f > S —e. Pela propriedade K; C intK; 1, vemos que U = UintK;,, e K C
Uint K;. Isto é um recobrimento aberto do compacto K, entao pela propriedade de
Borel-Lebesgue podemos extrair um sub-recobrimento finito: K C int/;, U...U
intK;, . Seja iy = max(iop,...,i,); do fato que K; C K;;; para cada i, deduzimos
que K C intk;,. Isto implica que [, f < [, f, elogo [, f >S5 —¢c. Segue
que I > S — ¢ e como isto é verdadeiro para Zada e > 0, teJrrnos que ter [ > S,
terminando a prova. O



