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Aluno(a):

Algebra Linear

1. (a) Considere a matriz

2 0 -1 1
11 -1 1
A= 1 -3 2 -1
0o -3 2 -1

Se sabe que (0,0,1,1) é auto-vetor de A e que A possui um unico auto-valor no
corpo dos niimeros complexos. Determine a forma canonica de Jordan e racional de
A. A matriz A é diagonalizavel?

(b) Seja A uma matriz complexa com todos auto-valores complexos iguais. Prove
que A é diagonalizavel se e somente se é diagonal.
2. Seja I,, a matriz identidade n X n.

(a) Mostre que se N é uma matriz complexa 3 X 3 nilpotente, entao

1 1
A:=I;+=-N—-N?
3TV TR

é uma raiz quadrada de I3 + V.

(b) Use a série de Taylor! de (14¢)2 para obter uma férmula similar para uma raiz
quadrada de I,, + N, onde N é uma matriz n X n nilpotente.

(c) Mostre que toda matriz complexa nao singular n X n possui uma raiz quadrada.
3. Seja M uma matriz real simétrica tal que trago(M?) = 0. Prove que M = 0.

4. Seja V um espago vetorial munido de produto interno. Sejam S,T operadores lin-
eares auto-adjuntos de V' tais que T'S = ST'. Mostre que existe uma base ortonormal
de V' que diagonaliza simultaneamente S e T

'Para todo a € R, lembre da férmula de Taylor (1+¢)* =1+ -, (%)¢" onde o binomial é definido
por (a) _ a(a—l)...Sa—n—&-l) N

n:



Analise

1.

Seja X um espaco métrico. Mostre que X é compacto se, e somente se, satisafz a
propriedade de intersegao finita.

Seja F': U — R" de classe C*.

(a) Mostre que, se U for convexo, entao F' é Lipschitz.

(b) Mostre, através de um contra-exemplo, que a convexidade de U é necessaria.
Seja f : R3 — R? de classe C, tal que f(3,—1,2) =0e

Df(g,—1,2):G 2 D

(a) Mostre que existe um aberto B C R contendo 3 e g : B — R? de classe C, tal
que f($,g1($),gg($)) =0e 9(3) = <_17 2)
(b) calcule Dg(3).

Seja L um reticulado de fungoes continuas reais definidas num compacto K (lembre-
se de que L é um reticulado de fungdes, se f, g € L entao temos max(f, g), min(f, g) €
L. Seja

h(z) = inf f(z).

feL
Suponha que h seja continua. Mostre que dado € > 0, existe g € L tal que

0<g(x)—h(z)<e, ze€K
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